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Departarnent d e  Física Aplicada i optica.  UB 
la interacció Introducció 
«I weigh al1 that is. 
Nowhere in the Universe 
1s there anything over which 
1 do not have domain. 
As spacetime 
As curved al1 - pervading spacetime 
1 reach everywhere. 
My name is Gravity.» 
J. A. Wheeler (1990) 
en tres apartats que s'han qualificat de global, infinitesi- 
mal i local o einstenih. Considerem que d'aquesta analisi 
comparativa de la interacció gravitatbria aflora arnb tota 
la seva potencialitat física i matemhtica la metodolo- 
gia einsteiniana, com es vol fer palks amb el mktode 
didhctic emprat. Finalment en la quarta secció, ~ G e o -  
metrodinhmica einsteiniana~, s'introdueixen els concep- 
tes matemhtics bbics i s'infereix el model dinhmic d'es- 
paitemps i les corresponents equacions de la relativitat 
general que el determinen, tot fent ús del contingut dels 
En el present article s'analitza l'estructura general de capítols precedents, i de la formulació de la gravitació 
la teoria gravitatbria, des d'Isaac Newton fins a Albert newtoniana que E. Cartan va idear el 1923. 
Einstein, i la seva singular relació amb la resta de la 
~ ~ f l ~ ~ i ~ ~ ~  elementals sobre model 
física, com ha fet pales la relativitat general. Aquesta 
anhlisi es concreta en una revisió crítica de les estructu- 
res fisicomatem&tiques que descriuen la 
vitatbria així com els seus lligams amb 
física. Pero per reflexionar sensibleme 
entre la interacció gravitatbria i la resta 
endinsar-se en les arrels de la física i pr 
seus objectius i conceptes bhsics, sobre e 
les corresponents estructures matem 
presenten. 
És dins d'aquest context general que s'ha o&anitzat primigeni. 
el present treball amb algunes senzilles i simples pinze- Ates que els fenbmens seleccionats són senzills, 
llades epistemolbgiques. En la prime 
ons elementals sobre models i teor ies~ es fa un resum 
de les arrels cinem&tiques i 
tonih. Tot seguit es complementa amb la segona secció, 
<Estructura geomktrica bhsica de la física: alguns mo- 
dels d'espaitemps~, en la qual, fent ús del concepte uni- 
ficat d'espaitemps, es reflexiona sobre l'espai i temps 
pressuposats en la física galileianonewtoniana, newto- 
niana i minkowskiana. La tercera secció, aAnhlisi de 
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i velocitat inicial així com la gravetat. Si no es té en inercia1 i gravitatbria, la teoria newtoniana no tan sols 
compte la resistencia de l'aire, la qual cosa es pot fer continuaria veriñcant-se, sinó que no exigiria cap modifi- 
per a un arnpli venta11 de velocitats i sota certes restric- cació. De fet la transició de la cinematica a la d i n h i c a  
cions referents a la forma i mida del projectil, llavors consisteix a seleccionar una classe particular de movi- 
ni la massa, ni la forma, ni la mida del cos tenen cap ments com a moviments estandards, també anomenats 
efecte rellevant sobre el moviment. Després d'aquesta inercials o lliures. La forma tradicional d'introduir-los 
observació, es tracta de formular una llei matematica consisteix a postular la llei de la inercia o primera llei de 
Newton: Existeixen els moviments lliures de forces són 
la forma mIT = m,$ tot el que es pot observar sobre aquells que respecte als referencials galileians o inercials 
el moviment del projectil es dedueix d'aquesta equació tenen acceleració nul.la ? = 6. Si sobre la partículaactua 
diferencial i del fet de la igualtat entre les masses iner- una f0rca.F (per exemple elastica) i esta situada en un 
cid m1 i gravitatbria m,. La igualtat m1 = m, s'ha 
verificat cada vegada amb més precisió: 1. Newton ve definit per la segona llei de Newton: 
(pendol, 1680), F. W. Bessel (pbndol, 1832), lo-' 
R. Eotvos (balanca de torsió, 1890), 2.10-l1 R. H. Dicke 
et. al. (balanca de torsió, 1964)' 10-l2 V. Braginski 
et. al. (balanca de torsió, 1971). Si es fa necessari in- 
cloure l'efecte de la fricció de l'aire, s'ha d'ampliar el Aquesta equaciói quan la partícula s'observa des d'un 
rnodel rnatem&tic afegint al costat dret de l'equació an- 'eferencial no galileia, adopta la forma se@ent 
terior el terme de fricció. En la formulació de l'equació 
s'ha suposat que esta definida en un espai euclidih, en 
el qual les corbes solució es desenvolupen en funció del 
temps. No és sobrer recordar que el parametre temps 
es defineix en física de manera que la descripció del mo- 
viment sigui la més senzilla i simple possible. Tot el 
que s'ha exposat delimita i precisa el model matematic 
newtonih del moviment del projectil. Pero abans d'a- leració translacional i la velocitat angular del 
questa formulació, G. Galileu (1610) el va anticipar amb arbitrari, per exemple el laboratori, respecte 
la sentencia següent: tots els cossos suficientment petits 
cauen amb la mateixa acceleració independentment de ianonewtonia, m1 = m,, se substitueix en l'equació ( 
la seva constitució, frase que actualment també es coneix 
com a principi d'equivalencia galileia. i les anomenades inercials. D'aquí que ambdós 
de forces s'han ubicat en l'equació (1) dins d'un m 
caiguda dels cossos a la Terra té la mateixa causa que la 
que ocasiona el moviment (caiguda) de la Lluna. New- 
ton va postular la llei de la gravitació universal, que con- 
juntament amb les seves tres lleis de la d i n b i c a  expli- 
quen tots aquests moviments, així corn els dels planetes 
i cometes al voltant del Sol, i el de les llunes al voltant 
dels planetes. Atbs que el model newtonia té en compte 
s'explicara en l'apartat següent, atribuya la causa de i explica predictivament un ampli ventall de fenbmens 
se'l qualifica de teoria. La línia divisoria entre un model 
i una teoria és quelcom difusa, si bé es parla de model 
_ xe va considerar que quan s'aplica a un fenomen o grup similar de fenbmens, 
mentre que una teoria proporciona models per a un am- 
és tant o més important, en preveu d'altres totalment 
insospitats abans de formular la teoria. 
Un fet important és que la teoria newtoniana incor- condueix a una reinterprétació 
pora el principi d'equivalencia galileia, m1 = m,, més 
corn a afegitó numeric que corn a principi físic, ja que en 
darrera instancia es neutralitza matematicament en re- 
soldre les equacions del moviment. En l'exemple del pro- 
jectil l'equació se simplifica a ? = ¿j. Dit d'una altra ma- tació newtoniana per 
nera, si no es complís la igualtat exacta entre les masses 
Estructura geometrica basica de la física: El conjunt M(N) dels esdeveniments que constitueixen 
alguns models d'espaitemps l'espaitemps newtonia és el producte cartesia del 
Qualsevol teoria física, ja sia classica o quantica, pressu- 
posa per a la seva formulació i interpretació de les seves 
lleis, alguna geometria per al temps i l'espai, o per a 
la noció encara més basica d'espaitemps. H. Minkowski 
el 1908 va definir l'espaitemps com el conjunt de tots 
els esdeveniments. Emprant les seves paraules: «Els 
objectes de la nostra percepció invariablement inclouen 
llocs i temps en combinació. Ningú ha identificat mai 
un lloc, excepte en un temps, o un temps excepte en 
un l l o c . ~  Pocs anys després A. Einstein i H. Weyl van 
evidenciar que la geometria de l'espaitemps, o sia, les 
estructures que la defineixen, no poden ser considerades 
ailladament de la resta de la física. Els seus conceptes 
i lleis estan relligats amb els de la mecanica, l'electro- 
magnetisme, etc. Aquest punt de vista es fara pales en 
el darrer apartat del present article, i és de més llarg 
abast epistemolbgic que el pur convencionalisme de H. 
Poincaré. 
conjunt T de tots els instants de temps i el conjunt 
E de tots els punts de l'espai, i. e., M(N) = T x E. 
Addicionalment se suposa que E és un espai euclidia tri- 
dimensional, sent la nletrica dZ2 mesurable mitjancant 
regles, i T se suposa que és un espai euclidia unidi- 
mensional, de coordenada natural t, la qual es mesura 
mitjancant rellotges esthdard. t resta definida llevat 
de transformacions lineals afins t + at  + b ,  (a > O). A. 
Trautman resumeix l'estructura geometrica i dinknica 
de la física en l'espaitemps newtonia de la 
següent: 
I 
.--------...........- 
A /  
dt(AB)=t(3)-t(2) \ 
1 com l'estructura causal de M(N). L'hiperpla t(A) 
/ dl 
- passa per un esdeveniment A, separa el futur caus 
1 1  A, o tarnbé el seu domini d'influencia (t > t(A)), 
seu passat (t < t(A)). El fet que passat i futur te  
Figura 1: Espaitemps newtonia. L'observador (e) esta en un contorn comú, que és el present, reflecteix la hipbte 
repos absolut i transporta uns eixos no giratoris. LJobserva- que la interacció 
dor (i) es mou uniformement, amb velocitat constant, res- locitat infinita, suposició coh 
pecte a 1 'espai absolut. LJobservador (a) esta accelerat i 
transporta uns eixos giratoris 
Tornant a la teoria de la gravitació universal, New- 
ton va postular l'existencia real d'un temps absolut i amb velocitat constant respecte als ( e ) ,  com respecte 
d'un espai absolut sobre els quals fonamentar la inter- observadors (a). Newton considerava l'espai absolut 
pretació i formulació de les seves lleis. Els fenbmens font de les forces inercials, les quals podia detectar 
físics es desenvolupen en l'espai absolut i mentre ho fan 
el temps va transcorrent. Segons Newton, els efectes 
de l'espai absolut es podrien detectar mitjancant ex- pai absolut, que podia actuar 
periencies mecaniques, per exemple, observant la cur- pero que mai no podia ser infl 
vatura de la superfície de l'aigua d'una galleda sotmesa per raons sembl 
a un moviment giratori absolut. O sia, segons Newt teolbgics per defen 
donats dos esdeveniments arbitraris, ha de ser facti vitat galileia, com 
decidir objectivament si els dos esdeveniments són si 
tanis o bé si tenen lloc o no en un mateix punt de l'es eten seleccionar com a pri 
Seguint J. Ehlers, es representara el temps i l'espai 
soluts mitjancant la figura 1, que vol esquematitzar- 
dins del context unificador d'espaitemps, bé que New anomenada galileiana newtoniana M(GN), s'incorp 
els considerava entitats independents. 
, , 
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o lliures de forces, com un més, bé que de velocitat nulla: seu propi espai i el seu propi temps, per tant s'elimina 
l'estructura estratificada dels models M(N) i M(GN). 
{M(GN), V, (dt, d12); Tres anys després, el 1908, H. Minkowski va reformu- 
P 
Absoluts lar la relativitat especial dins del context d'espaitemps, 
anomenat espaitemps minlcowslcid, M: 
coordenades de les partícules, pressions, etc.) 
Y 
Din hmics 
Aquesta inclusió, (e) E {(i)), implica que el grup 
de transformacions que preserva l'estructura fisico- 
{M, V, (ds2 = rlabdxadxb = -c2dt2 + d ~ ~ ) ;  
\ J Y 
Absoluts 
-... 
Línies de món, camp electromagnetic, etc.) 
\ / 
geometrica de M(GN) és el grup de Galileu, mentre 
que el corresponent grup de M(N)  = E x T és el pro- Cal observar que M és estructuralment més senzill 
ducte directe del grup de les rotacions i translacions de que M(N) i M(GN), ates que els dos absoluts dt i 
E, i el grup afí de T. És a dir, el grup d'automorfis- dl2 s'unifiquen en un únic absolut ds2 = l)abdxadzb = 
mes de M(N) és un subgrup del de Galileu. Sota un 
-c2dt2 + dT2 essent (qab) = &ag.(-l,1,1,1) la metrica 
punt de vista físic s'ha emprat la llei de la inercia, o minkowskiana respecte a qualsevol referencial inercial. 
primera llei de Newton, per definir l'estructura afí de Les trans~ormacions que deixen invariant l,estructura 
l'espaitemps via la definició dels moviments esthndards geometrica de M les del grup de poincaré-~orentz, 
o inercials. Les dues lleis de Newton restants pressupo- que quan (v,c)Kl es pot aproximar amb el grup de G ~ -  
sen aquesta estructura i no l'enriqueixen més. Per tant, lileu. Per tant, la física basada en M(GN) esdevé una 
no s'han explicat planteja la qüestió: Quin és el que re- nyals electromagnetics en el buit alhora defineixen 1, 
presenta més fidedignament l'estr7Jct?Lra geometrica de tructura causal de M ,  i. e., substitueixen l'estratifica 
la natura? dels models M(N) i M(GN). Qualsevol partícula d 
El desenvolupament de l'electromagnetisme maxwel- criu en M una línia de món del genere temps (ds2 < 
rances als físics per poder detectar finalment el repbs 
absolut, ja que l'espai absolut es va identificar amb 1'- 
hipotetic &ter o suposat suport mechnic del camp elec- 
tromagnetic. Es pensava que sols respecte a l'eter la 
velocitat de la llum seria igual a C(Ñ 3,00 108ms-'). 
En definitiva es va apostar pel model M(N) enfront de 
M (GN) . 
Aquest programa, que va ser defensat fins a les 
últimes conseqüencies racionals pel gran físic H. A. Lo- 
rentz, no va reeixir. Ni la teoria de Maxwell-Lorentz, ni 
les de l'kter deformable, ni les d'emissió de Ritz, eren 
capaces d'explicar el conjunt dels fenomens mecanic 
electromagnetics i bptics. L'eter o espai absolut esde- 
venia indetectable i cada vegada més innecessari. Pero 
van ser les incoherencies tebriques a que conduia el pro- 
grama basat en el model M(N),  per exemple duplicitat 
asimetrica d'explicacions d'un mateix fenomen físic, i 
no pas els resultats experimentals negatius per detectar 
l'espai absolut o &ter, les que van guiar A. Einstein el 
1905 per a la creació de la relativitat especial. A. Ein- 
stein va adoptar el principi de relativitat per a tots els 
fenbmens físics i la independencia de la velocitat de la 
llum respecte a la velocitat de la seva font. Les con- 
seqüencies cinemhtiques d'aquests dos principis impli- 
Cada moviment lliure 
El desenvolupament de la física del segle xx ha de- Analisi de la interacció gravitatoria 
mostrat que, llevat precisament de la interacció gravi- newtoniana 
tatdria, totes les lleis de la física, ja siguin cl&ssiques o 
quantiques, que es basen en el model M condueixen a «Here and elswhere in science, as emphasized 
prediccions que han estat ratificades pels resultats ex- not least by H. Poincark, that view is out of 
perimentals. Per ubicar el present article dins d'aquest date which used to say 'Define yours terms be- 
context més ampli, es far& ús del cub de R. Penrose fore you proceed'. Al1 the laws and theories 
(fig. 3). Les diferents teories físiques se situen en els of physics, including Newton's laws of gravity, 
vkrtexs del cub i els tres eixos es corresponen amb les 
tres constants fonamentals de la física: la constant gra- 
vitatbria G (eix horitzontal), la inversa de la velocitat 
de la llum l / c  (eix diagonal) i la constant de Planck h 
(eix vertical cap a baix). 
Flsica galileiano- , Gravitad6 newtoniono- 
newtoniana cartaniana La formulació i analisi de 
des de Newton dos mktodes 
dologia global estudia les propietats de les magnit 
h Relativitat 
especial físiques en un domini, o en tot l'espaitemps, mentre 
1 ,-, 1 Mecanica G quantica ----------- condueix a les equacions diferencial~ de la física, bé 
I 
\ 
\ I per solucionar-les s'han de concretar prkviament les 
l incorporar aspectes globals de l'espaitemps. 
Quantica de Gravetat 
carnps 1 G "quantica menthriament, el mktode global condueix a e 
pressuposada de l'es 
Figura 3: Cub de R. Penrose, la cara superior del qud és de contorne 
l'objecte de les reflexions del present article . .  A. Einstein va i 
Si es consideren nulles les constants (G, l/c, h),  que 
són nombres vertaderament petits en el sistema dluni- il~lteriors, 6s essencialment físic i es p0t qualificar de 
tats S. I., s'obté la dinkmica galileianonewtoniana, ba- 
sada en el model d'espaitemps M(GN). La inclusió 
de la constant G porta horitzontalment a la teoria de 
la gravitació newtoniana, basada en el rnodel d'espai- de definir-la l'estructura matemhtica del problema, 1s 
darrer, en un model d'espaitemps corbat creat per E. 
oria de la relativitat general, objectiu bhsic de la resta 
de l'article. No obstant aixb, aquesta generalització té 
les seves subtileses, com R. Penrose ho vol simbolitzar 
amb segments no rectilinis en el seu cub. En els apai 2) En un entorn 
tats següents s'intentark d'exposar, d'una manera el m4 
senzilla i didactica possible, l'estratkgia que A. Einstei 
va emprar per arribar a la creació de la relativitat gene- 
ral, procés al qual va dedicar deu anys, del 1905 al 1915. 
Segons C. Lanczos, els físics haurien de conkixer 
buir amb formulacions i idees revolucion&ries 
de tots els camps de la física. 
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m 
on, ates que m1 = m,, no s'ha fet cap discriminació 
entre les dues masses. Newton, com ja s'ha explicat 
en l'apartat anterior, per desenvolupar i interpretar la 
seva teoria va postular I'exist&ncia de I'espai i el temps 
absoluts, i. e. de l'espaitemps M ( N ) .  
Metode infinitesimal: Laplace, Poisson 
onals a m, cal fer abstracció de m i definir les magnitu 
intensitat de carnp gravitatori J(3 i potencial gravita 
\ 
\ 
\ 
\ 
--- 
ns diferencial~ per a Q(F) 
localment minkowskia, equacions rmulació diferencial de l'e 
ents dels camps) 
Metode global: Newton 
Sigui M  la massa d'un cos, per exe 
massa p(Tt) .  Si m és la massa d'una partícula mono- 
polar situada en r', llavors, segons la llei de la gravitació 
universal de Newton, s'exerceixen mútua 
definida per la cadena d'igualtats següent 
-+ .+ 
Fm=FM+, = 
defineix com 
el mateix nivel1 de re 
de les equacions anteriors és manifesta, estimem que la El mateix any de la publicació de la relativitat especial, 
física, Bdhuc dins del model newtonia, no ho és tant com el 1905, i en el mateix volum 17 dels Annalen  der Phy- 
els arguments següents intenten explicitar: sik, A. Einstein, en un article de menys de tres pLgines, 
1). J a  s'ha explicat en l'apartat primer, en discutir l'e- demostra la inbrcia del contingut energktic d'un cos ar- 
quació (I) ,  que 9' i i no són mesurables independent- bitrari (AE = Amc2). Aquest resultat té  profundes 
ment: La magnitud que mesuren els accelerbmetres 6s implicacions per a la interacció gravitatbria, ja que si 
9'- A. les masses són les seves fonts, llavors també ho ha de ser 
2). L'autoenergia d'un sistema gravitatori U, i. e. el 
físic. Per tant, aixb condueix a con 
la natura atractiva de la interacció gravitatbria. 
G~(i)~(i ') d3id3d3p' = U=-:S,S, ,i-,, 
nergia negativa 
ura 5: Bucle de 
electrostatica, perb per defugir incoherkncies físiqu 
haver d'assignar al buit una constant diagravita realimentació, ha de conduir a equacions de camp 
Eg = -l/G. lineals. Perb, com es pot descobrir la seva estruct 
3). La realitat física, irreductible, del camp ele bucle i descobrir els seus mecanismes interns de 
onament? A. Einstein el 1907 va idear la metod 
Com és ben conegut, no és possible canstru local per fer-ho. Com és lbgic, primer va aplicar la 
dinamica del camp gravitatori basant-se en e todologia local a l'anaisi de la gravitació newtoni 
que en aquells anys ja es considerava una bona apr 
ació lineal, i no relativista, a la teoria relativista 
i. e., ckregues positives i negatives. Potser refl s'estava recercant. 
d'aquest tipus van fo r~ar  A. Einstein a idear el m 
local que tot seguit s'explicara. 
MBtode local: A. Einstein 
Poc després de crear la relativi emAtics passen a un segon terme. La for 
teoria relativista de la interacció gr La materialització del mktode local inc 
velocitats petites, ( v / ~ ) ~ < < l ,  i baix 
prepara de curta .durada. 
els punts següents: 
a) Els accelerbmetres del laboratori marquen zero, o sia una gota petiteta de líquid deixada lliure dins de la n 
respecte a la nau el camp gravitatori g és nul. El físic adoptara una forma no esferica, ja que les parts de 
es troba en un entorn d'ingravidesa. 
b) Tota partícula deixada en repbs en el labor 
en repbs, i si es mou arnb velocitat constant continua a les forces de marea o gradients de J. Per si 
arnb la mateixa velocitat fins que xoca arnb 
del laboratori. És a dir, si el físic deixa lliure 
enfront del seu nas resta en repbs enfront del seu nas. 
c) Dels experiments de xoc amb partícules ma- exemple el centre de la n a ~ .  Respecte al centre de se- 
croscbpiques observa que pot jugar al billar tridimensio- guiment de la Terra, si Ti  30 són els vectors posició de la 
nal, i. e., es verifiquen totes les lleis dels xoc (conservació partículai l'origen del referencial local, llavors f = T-6. 
del vector energia-moment lineal). Els experiments de L'aplicació de l'equació (1) proporciona la llei del movi- 
dispersió de partícules a altes energies corroboren que ment de la partícula respecte a l'astronauta: 
també es verifiquen les lleis del xoc en els dominis de la 
d2f física atbmica i nuclear, Adhuc amb més precisió. 2 = J(To + fj') - WFo) = f .  VJ($) + o ( v ~ ) .  ( 
d) El físic continua arnb experiments electromagnetics. 
Observa que els senyals electromagneti Negligint els termes quadratics en (que són d'ordre 
dins de la nau en línia recta i que no hi h 
de freqühncies, i. e., no detecta cap efect 
general corrobora totes les prediccions de 1 
de Maxwell. 
Aquests quatre punts obliguen a inferir q 
de la nau representa, amb els seus equips, un referencial Aquest resultat condueix a interrogar la natura en el cas 
inercial, bé que local i dins els límits de precisió disse- 
nyats pels experiments realitzats. Evident 
conclusió implica que els moviments estan 
que permeten passar de la cinematica a la dinamita, 
segons s'ha explicat en els apartats anteriors, es con- 
verteixen en els moyiments de les partícules monopolars 
en caiguda lliure. Es a dir, implica una reinterpretació 
radical de la llei de la inercia, que alhora qüestiona la 
significació de J com a forqa per unitat de massa. 
El físic comunica els resultats dels experiments i la 
seva agosarada conclusió a l'enginyer en cap del centre 
de seguiment de la Terra, el qual li contesta: 
+ 
«Recorda que estas caient amb una acceleració A = i 
que, segons el principi d'equivalencia galileia , m1 = m,, 
conjuntament arnb l'equació ( l ) ,  és obligat que T'= 6, o 
sia que et trobis en un entorn ingravid; pel que fa a la 
resta de resultats experimentals ... >> 
El físic, després d'esperar una estona prudencial la 
contraargumentació a la resta de resultats, li 
sobtadarnent: 
~Obl ida ' t  de l'acceleració.. . ! Aixb és paradoír al 
lliqó que s'ha d'extreure del fet que tots els coss 
arnb la mateixa acceleració. No hi ha res de mé 
en l'univers físic que la caiguda lliure. Quan la 
aturada per la Terra, llavors sí que hi ha d'i 
la física, i sobretot per a la meva seguretat, 
aplicada. També li he d'anticipar que quan incrementi 
la precisió dels experiments no dubto que detectaré els 
efectes físics associats als gradients de 9, pero no de J.> 
La metodologia local obliga a focalitzar la descripció fonts d e  g = constant, me 
de la gravitació newtoniana no en 9, sinó a considerar paga de A a B el laboratori 
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Az M gAt2/2 M 912 L2/c2, sent L = AB. És a dir, el 
raig de llum deflecteix un angle: 
az i 
- 7M SCZLi A a  Ñ t a n a  
Figura 7: Laboratori en repbs respecte a les fonts de g' = 
constant 
Pel que fa a la freqükncia del senyal electromagnktic, 
ha de mesurar un corriment Doppler a causa de la ve- 
locitat diferent, Av Ñ gAt Ñ gL/c, entre els esdeveni- 
ments d'emissió i recepció; per tant, el desplacament de 
freqükncia és de l'ordre 
En resum, el camp gravitatori considerat ha d'aco- 
blar-se als sistemes físics analitzats com s'esquematitza 
Per facilitar la comparanca amb les magnituds cor- 
responents de la relativitat general s'ha inclbs en la de- 
finició del tensor camp de marea els dos subíndexs zero 
addicionals i el factor l/c2; Ilavors, com que a/c2 és adi- 
mensional, les dimensions del camp de marea són L-2. 
Per exemple, per al cas de la Terra de massa M fhcilment 
on ro és la distancia entre el centre de la Terra i l'ori- 
gen del referencial local en caiguda lliure, per exemple el 
centre de la nau, i 6; la delta de Kronecker tridimensio- 
nal. Si s'escull l'eix z en la direcció radial 
matricial del camp de marea esdevé: 
1 0  o 
o 1  0 
o o -2 
Aquesta igualtat , substituida en l'equaci 
en compte la definició (6) ,  proporciona tres equacions - 
desacoblades per a r j  = (qx, @', 7") 
metodologia local, ja que de la infinitesimal i global no 
s'infereix cap tipus d'acoblament del camp gravitatori marea estudiat, en un el.lipsoide de revolució. 
newtonih amb l'electromagnktic. Perb, per al cas real En resum, el camp gravitatori newtonih, quan s'a- 
d'un camp gravitatori no uniforme, com l'experimentat 
per l'astronauta en caiguda lliure al voltant de la Terra, 
bé que hom es pot oblidar de l'acceleració o camp g', com 
repetidament s'ha raonat, el que no es pot fer és no te- 
nir en compte les seves inhomogeneitats. Precisqent la 
determinació de les inhomogeneitats de g' s'emprarh, per 
caracteritzar la interacció gravitatbria. En efecte, si l'e- 
quació (4) s'expressa en funció del potencial gravitatori 
on s'ha emprat la notació amb índex (a = (x, y ,  z) o (1, 
2, 3) i da = da = d/dxff). 
Per tant, el físic del laborat 
sidera més pertinent descriure la 
a l'origen del seu referencial lec 
cions següents: 
+ 
einsteinih. La conclusió bhica, que la física és localme 
(g(T) - g(6))o = O, ingravidesa minkowskiana, no esta continguda en les equacions ( 
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i (8)' ja que ambdues pressuposen un espaitemps estra- templar dues partícules de prova properes en caiguda 
tificat induit pel temps absolut t ,  i d'estructura metrica lliure i associar a cada una d'elles referencials inercials 
(dt,dF2). En canvi, sí que permeten, respectant l'es- locals. Per tant, en lloc del referencial inercia1 global 
tructura estratificada i mbtrica anterior, reinterpretar la de la física galileianonewtoniana o de la minkowskiana, 
llei de la inercia, identificant els moviments estandards s'han de tenir en compte molts referencials inercials lo- 
o lliures amb els de les partícules monopolars en caiguda c a l ~  mútuament accelerats. En el límit maternatic s'ha 
lliure, com ho va demostrar E. Cartan el 1923, i com S'- de considerar un en cada esdeveniment. O sia, s'ha d'a- 
explicara en l'apartat següent. Amb aquesta formulació, bandonar l'espaitemps minkowskih global de la relati- 
l'analogia electrostatica perd tant contingut matematic vitat especial i corn a m k i m  considerar-lo aplicable en 
com físic. un entorn infinitesimal de cada esdeveniment. Aquest 
En l'apartat següent es demostrara que la formulació fet implica que tant les transformacions de Lorentz 
de la teoria newtoniana segons les equacions (7) i (8) és com els vectors base (Ej) del referencia1 inercia1 local són 
la idbnia per comparar-la amb la teoria relativista, ja funcions de l'esdeveniment P.2 Si P és l'origen del re- 
que les equacions de la relativitat general es redueixen ferencial local, llavors es verifica en P i s o l ~  en P que el 
a les equacions (7) i (8) en el límit ( v / ~ ) ~ < l  i @/c2«1. producte escalar dels vectors base és igual a la mbtrica 
minkowskiana E(P)i - E(P)j = qij. En un esdeveniment 
Geometrodinamica einsteiniana P' de l'entorn de P, el producte escalar dels correspo- 
En aquest darrer apartat s'intentar& d'explicar les idees nents vectors base, i. e., la metrica en P', incorporara els 
i estructura basica de la teoria relativista de la gravi- efectes de les inhomogeneitats del camp gravitatori i ja 
tació o relativitat general. V. Fock, i més recentment R. no coincidir& amb la metrica minkowskiana. Pero en P, i 
Wald, la qualifiquen de teoria de l'espai; el temps i la en el Seu entorn infinitesimal, s'incorpora a l'espaitemps 
gravitació, pero considerem que pot ser ajustat al l'estructura física i geomktrica de la relativitat especial: 
seu contingut seguir J. A. Wheeler i anomenar-la geo- cons de llum i la seva estructura causal, línies de món 
metrodin&mica einsteiniana, ja que se sosté en un rnodel dels generes temps, espai i nul, significació de l'element 
d i n h i c  d'espaitemps, les estructures geom&triques del d'arc d'una línia del genere temps corn a mesura tem- 
qual representen i mesuren la interacció gravitatbria. poral d'un rellotge estandard transportat segons la línia 
En l'apartat anterior s'ha aplicat el m&tode'd'analisi de món, etc. Totes aquestes suposicions, contingudes en 
local a la gravitació newtoniana, i s'han fet algunes els quatre punts anteriors i corroborades experimental- 
inferencies, per necessitat aproximades, de com la in- ment, mantenen un f0rt paralalelisme maternatic amb la 
teracció gravitatbria s'ha d'acoblar a la resta de la física. teoria local dels espais corbats (geometria diferencial de 
~1 físic astronauta ho resumeix en els quatre punts. les varietats riemannianes). En efecte, per exemplificar- 
següents: 
en tot esdeveniment localment minkowskiana. 
2) Aquesta simplicitat es mostra molt clararnent si s'em- 
pra en cada esdeveniment un sistema de coordenades lo- 
rentzia, i. e., un referencial inercial local. 
3) Per comprovar la inercialitat del referencial local s'ha 
de comprovar la ingravidesa, i. e., s'ha de tre 
un laboratori en caiguda lliure i sense girar. 
4) El punt clau per detectar els efectes gravit 
un entorn prefixat, consisteix a incrementar la precisió 
dels experiments, per exemple, fins a arribar a mesu- 
rar l'acceleració d'una partícula de prova en caiguda 
lliure respecte a l'origen del referencial inercial local. 
L'increment de la precisió dels experiments equival ma- 
temiticament a passar del mktode local a l'infinitesimal. 
En els dos apartats següents s'ampliara el contin- 
gut d'aquests quatre punts i s'analitzaran les seves con- 
seqüencies, tant des d'u 
físic. 
Model dinhmic d'esp 
Una primera conseqüencia rau en l'accele 
sional riemannib. Suposem que es vol cobrir l'esfera amb altre punt per proper que sigui a P. En altres para 
la placa de vidre. Per fer-ho, es talla la placa de vidre les, les diferencials de la connexió d'un espai corbat 
en quadradets, com més petits, millor per així assolir poden ser nulvles. 
un bon encaix, i es cobreix I'esfera amb ells. En l'a- En aquest punt és pertinent observar que la magni- 
nalogia física, la placa de vidre simbolitza l'espaitemps tud connexió no apareix explícitament identificada en 
minkowskib; l'esfera, un possible espaitemps corbat i els l'anhlisi local de la gravitació newtoniana efectuada en 
quadradets, referencials inercials locals. Evidentment l'apartat anterior. Aixb és degut al fet que la connexió, 
ambdós espais són quadridimensionals i la signatura de dins del context de la teoria newtoniana, és proporcio- 
la metrica és (-, +, +, +), enfront de l'exemple bidimen- nal a la intensitat del camp gravitatori g" = -aQ@, com 
sional de mbtrica amb signatura (+, +). va demostrar E. Cartan i com s'explicarb més endavant. 
El cobriment de l'esfera amb quadradets representa Per tant, com que en l'origen del referencial local en cai- 
un model del procés de descripció d'un espai corbat (su- guda lliure (ingravidesa), gM és zero, també ho ser& la 
perfície de l'esfera) mitjanqant aplicacions locals amb connexió en aquest esdeveniment i referencial. En canvi 
l'espai pla (pla euclidib). El pla euclidib pot descriure's les seves diferencials, com que són proporcionals al camp 
amb una sola aplicació (sistema de coordenades cartesib de marea, necesskiament són diferents de zero. 
global), mentre que l'esfera no. Per aquesta raó s'han Tornem ara a l'exemple de la placa plana i la su- 
hagut de tallar petits quadradets (aplicacions locals) per perfície de l'esfera, amb l'objectiu d'esbrinar el signi- 
poder-10s situar sobre els punts de l'esfera el més ajusta- ficat geometric dels camps de marea. Primer recor- 
darnent possible. Com més petits siguin els quadradets dem que les línies rectes del pla, també anomenades 
més precís serb l'encaix. Procedint d'aquesta manera geodksiques, es caracteritzen pel fet de ser les de longi- 
es pot reemplaqar l'esfera per un conjunt de petites su- tud mínima entre dos punts, o bé pel trasllat paralelel del 
perfícies planes, que han d'estar interrelacionades, perb, vector tangent. Les línies rectes es transformen en cer- 
d'una manera definida, per exemple, mitjanqant la de- cles m&ms sobre la superfície de l'esfera mitjanqant les 
terminació de l'angle de gir dels vectors base d'un qua- aplicacions locals (quadradets). Els cercles mkims  són 
dradet envers els vectors base dels quadradets veiins. En les geodesiques de la superfície de l'esfera, ja que, igual 
altres paraules, la diferencia entre el conjunt de qua- que les rectes del pla, es caracteritzen per minimitzar la 
dradets situats en la placa plana i el mateix conjunt distancia entre dos punts i també pel trasllat parallel del 
localitzats sobre la superfície de l'esfera, és que l'angle vector tangent a elles. La realització del trasllat parailel 
de rotació és zero en el primer cas, perb no ho és en sobre la superfície de l'esfera s'ha de fer intrínsecament, 
el segon cas. Traslladat, emprant llenguatge geometric, sense sortir de la superfície, o sia, mantenint sempre el 
significa que un espai corbat es pot considerar com un vector tangent a l'esfera. Aixb vol dir que si el trasl 
conjunt d'espais plans soldats mitjanqant la prescripció es fa emprant el triespai euclidib en el qual la superfície 
d'uns coeficients connectors que determinen com s'han de l'esfera esta immersa, llavors s'ha d'anihilar en'el 
d'ajuntar. Aquests coeficients o connexió, com són ano- procés de trasllat el component perpendicular a la su- 
menats pels matem&tics, defineixen la magnitud de la perfície, com si no existís. De facto, per a la superfície 
rotació relativa dels espais plans locals. És a dir, l'es- no existeix, ja que trivialment és un espai bidimensional. 
fera és equivalent al conjunt de plans més el camp de En l'equació (9), que defineix la connexió, aquest fet ja 
connexió. s'ha tingut en compte, ja que Adi s'expressa linealment 
Per formular matembticament el concepte de con- en funció de ($1 i 62). Per tant, l'equació diferencial 
nexió se suposar& que en el pla euclidib s'empra un de les geodesiques s'obté mullant la variació del vector 
sistema global de coordenades cartesianes, els vectors tangent quan es trasllada paral-lelament al llarg d'elles. 
base del qual es representaran segons di = (d1,d2), 
d. . 2. 3 = &ij. Llavors en cada quadradet i per a tot 
el pla es verifica ddi = 6. Perb en l'esfera, com que di 
és funció del punt, sols es verificar& ddi = 6 en l'origen 
del sistema cartesib local del quadradet soldat a l'esfera 
en aquest punt. En efecte, si P i P + A P  són dos punts 
que pertanyen a quadradets veyns, s'ha de verificar: 
Adi = di(P + AP)  - di(P) F w:dj 5 I ? { , ~ ~ A x ~  (P)
on w i  I?:,~x%ón els coeficients de la connexió entre 
quadradets ve'ins. En el límit infinitesimal, quan el qua- 
dradet tendeix i es confon amb el pla tangent a l'esfera, 
la connexió és zero en l'origen P del sistema cartesib lo- 
es transforma en els espais corbats (superfície de l'esfera, Evidentment, la connexió s'anulela en l'origen del refe- 
en l'exemple analitzat), com segueix: rencial local en caiguda lliure definit per la partícula, 
ja que de la mateixa equació (1) es dedueix la llei 
d2xi . dxk dxm 
= O .  (11) de transformació de la connexió a aquest referencial F +rim-- dl dl (A" = g" = -aa@): 
Com es pot deduir fhcilment, pel que s'acaba d'expo- 
sar, la connexió s'empra en general per efectuar la deri- 
vació intrínseca, o també anomenada covariant, de qual- 
sevol magnitud en els espais corbats. Tot seguit es con- 
identificar els camps de marea, tant newtonians com re- corba és l'espaitemps, perb resten invariables i euclidi- 
lativistes, amb la curvatura dels respectius espaitemps. anes les simultaneitats definides pel temps absolut t = 
La teoria matemhtica dels espais riemannians o pseu- constant, que s'identifiquen amb l'espai. Amb aquesta 
doriemannians proporciona les equacions que defineixen interpretació, la causa, tant de les forces gravitatbries 
l'estructura geomktrica en els tres nivells: mktrica, con- com de les inercials, s'ubica en l'estructura geomktrica 
nexió i curvatura. (connexió, curvatura) de l'espaitemps, i s'ha d'explicitar 
J a  s'han exposat totes les eines matemhtiques im- que deixaria de ser d i d a  si no es verifiqués la igualtat 
prescindibles per formular la teoria relativista de la gra- exacta entre les masses inercial i gravitatbria, i. e., el 
vitació o relativitat general, perd abans es considera per- principi d'equivalhncia galileih. Perquk sols es requereix 
tinent completar de manera coherent amb el mhtode lo- un sols tipus de massa, ates que les equacions de mo- 
cal la interpretació de la gravitació newtoniana, per faci- 
caiguda lliure referida a un referencial gali 
coordenades (t, xa), on 
+ - + d2x 
iniciat aquest apart 
temhtiques dels esp 
d"@/c2; la resta de components són zero. 
minkowskiana (vij) = diag. (-1,1,1,1). En un esdeve- resposta a les crítiques raonables de J. L. Synge al 
niment P' proper a P i de coordenades inercials respecte cipi d'equivalencia einteinia, (vegeu el peu de p 
a P 2i.i = (ct,  x"), l'expressió de la metrica exacta fins a núm. 1). 
segon ordre en 12il és: Ara sols resta inferir les equacions que determin 
la dinamica de l'espaitemps, cosa que es fara en el su 
apartat següent. 
2) Les primeres derivades dels components de la metrica Equacions de la relativitat general 
s7anul.len en P. 
3) Els components de la connexió també s'anul.len en P. 
4) L'equació que en P obeeix el vector separació qi entre pqaules de J. A. Wheeler es pot expressar de la 
dues geodesiques properes és l'equació (12), en que ui és 
el vector unitari tangent a la geodesica de referencia, i. 
e., la quadrivelocitat si la geodesica és del genere temps. 
Les tres primeres sentencies defineixen unívocament 
el nou model d'espaitemps: l'espaitemps és una varietat 
quadridimensional (conjunt de tots els esdeveniments) 
arnb una metrica gab pseudoriemanniana de signatura adopten en cada esdeveniment P de l'espaitemps 
(-, +, +, +). Les geodesiques nulles representen raigs forma matematica que posseeixen en la relativitat 
de llum, les geodesiques del genere temps representen 
les línies de món de les partícules en caiguda lliure i l'arc 
de longitud de qualsevol línia del genere temps mostra 
el temps mesurat per un rellotge estandard. El quart 
punt es dedueix dels tres primers. O sia, hom ha d'ac- 
ceptar la realitat d'un espaitemps d i n h i c ,  l'estructura 
geometrica del qual (metrica, connexió i curvatura) des- substitucions no proporcionen una transcripció uní 
criu completament la interacció gravitatbria relativista. per a equacions que contenen derivades de segon o 
S'ha de tenir present, perb, que aquests tres nivells des- dre superior, ates que les derivades covariants Da 
criptius de la interacció gravitatbria estan directament commuten. 
relacionats, ja que a partir de la metrica gab es dedueix 
unívocament la connexió l?& en verificar-se V,gab = 0, 
i tal com ja s'ha explicat, la curvatura es dedueix de la bucle de la figura 5. Per fer-ho, primer s7han d'i 
connexió. tificar les fonts de la interacció gravitatbria, (met 
Emprant la terminologia del primer apartat, el model connexió, curvatura). En l'aproximació newtoniana, 
d'espaitemps és: geu l'equació (8), les fonts són les densitats de 
{M; (gab, Fabc, Rabcd) , camp electromagnetic, línies de tant, un candidat podria ser la densitat de 
món, . e ) .  
L'únic absolut és l'espaitemps M despullat de tota 
l'estructura metrica; per tant, el grup d'automorfismes 
de l'espaitemps i de les equacions de la física definides en 
el1 és el grup de totes les transformacions difeombrfiques 
de coordenades (principi de covariancia). Cal observar 
que la metodologia didactica emprada en el present arti- inercia1 local en P, esdevé una barreja 1 
cle es pot esquematitzar simbblicament mitjancant una les components Tu quan la densitat d'e 
trajectbria seqüencial nítida que connecta els vertexs del 
pla superior del cub de R. Penrose, figura 3, com segueix: 
(G = O, ( l lc)  = O, h = 0) 
Galileu-Newton Newton-Carta 
+ (G, l/c, h = O 
Einstein 
enfront de trajectbries en zi 
autors; potser per aixb 
alitat fisicomatematica 
mem que el metode didactic emprat, basat en les ap 
cions d7Elie Cartan (192 cions de la gravitació newtoniana en e 
.., ~ , . 
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aquesta teoria és aplicable, és a dir, per a velocitats pe-
tites (v/c)'«1 i camps febles o baixes energies
CM 4>
c2R ca 
	 .
2) Atès que en relativitat especial el tensor impuls-
energia d'un sistema tancat verifica l'equació de
conservació eaTab = O, llavors en l'espaitemps corbat,
i. e., en acoblar-se al camp gravitatori que genera, s'ha
de substituir per DaTab = O.
3) Tenint en compte que les fonts de la interacció gra-
vitatòria s'han identificat amb el tensor impuls-energia
Tab , se suposarà l'estructura matemàtica següent per a
les equacions de camp:
(Tensor associat a la geometria de l'espaitemps,
funció de la mètrica i les seves derivades) - Gab = hTab •
El punt segon anterior implica que la divergència de
Gab ha de ser nulla, Da Cob = O.
Les tres restriccions anteriors, conjuntament amb la
teoria matemàtica dels espais pseudoriemannians, con-
dueixen unívocament a les equacions d'Albert Einstein
de la relativitat general:
1	 87rG
Gab = Rab — 2 gabR =l obc4 
Gab = Gba es coneix com a tensor d'Einstein. Rab =
Rc acb = Rba és el tensor de Ricci, i R = Ra l'escalar cur-
vatura. S'ha de recalcar que el tensor d'Einstein sempre
verifica DaGab = O; per tant, les equacions d'Einstein in-
clouen automàticament la llei DaTab = O. Les equacions
(13) expressades en funció de la mètrica gab constituei-
xen un sistema acoblat d'equacions diferencials de segon
ordre en les derivades parcials de gab . Aquest sistema
és no lineal en les derivades primeres, però lineal en les
derivades segones, i atès que les equacions són tensorials
qualsevol transformació de coordenades transforma so-
lucions en solucions.
Les conseqüències i les aplicacions que es deriven de
les equacions d'Einstein són d'una gran potencialitat i
riquesa, potser com cap altre sistema d'equacions de la
física. Per exemple, governen l'estructura de l'espai-
temps extern a un cos estacionari, governen la generació
i propagació d'ones gravitacionals, determinen la propa-
gació, a través de l'Univers, de qualsevol tipus d'ones
i la formació d'imatges de cossos galàctics radiants per
les anomenades lents gravitacionals, governen l'expansió
i recontracció del mateix Univers, governen el collapse
d'un estel fins a formar un forat negre, i això determina
unívocament la geometria de l'espaitemps del seu exte-
rior, contenen les equacions de moviment dels sistemes
físics, ja que DaTab = O es verifica automàticament, i
molt més. Però també resta molt a fer; sols cal tenir
present el cub de R. Penrose, figura 3, per evidenciar
que encara no existeix cap teoria quàntica satisfactòria
de la gravitació, bé que des de la dècada dels setanta
s'han fet avenços rellevants en aquesta direcció. Fins i
tot en el domini clàssic les equacions d'Einstein amaguen
sorpreses, ja que ni en el buit es coneix la solució general
de les equacions; tampoc no existeix una teoria coherent
dels sistemes termoelàstics i en general de la teoria de
materials, encara que hi ha candidats prometedors.
Per acabar l'article, i deprés de més de 85 anys d'e-
xistència de la relativitat general, potser és pertinent
recordar la resposta de P. A. M. Dirac a un collega que
li va preguntar: «Quan podia dir-se que s'entenia una
teoria física?» Dirac li va respondre que: «Quan hom
és capaç de preveure les propietats de les solucions de
les equacions de camp de la teoria sense necessitat de
resoldre-les.» Estimem que l'assenyada resposta de Di-
rac identifica una de les principals dificultats i alhora
apunta un mètode per comprendre i dominar la relati-
vitat general.
(13)
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